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Résumé

Résumé

L’objectif essentiel de ce travail est ’étude de I'existence et 'unicité de la solution généralisée
pour un probléme non locale. Ce travail est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux notions préliminaires sur les équations différentielles, les
systémes différentiels, les équations aux dérivées partielles, la théorie des espaces fonctionnels,
ainsi que les inégalités utilisées dans cette mémoire, et quelques théoremes.

Dans le deuxiéme chapitre : on a donné un historique et une définition sur les équations de
Boussinesq, ainsi qu'une définition sur la méthode utilisée (méthode de Galerkin).

Dans le troisiéme chapitre, on a traité un probléme aux limites avec condition non locale
pour une équation de Boussinesq a n—dimensions dans un cylindre. En utilisant la méthode de
Galerkin pour démontrer I’existence de la solution faible du probléme posé. Enfin, on a prouvé

que cette solution est unique.




Abstract

Abstract

The main objective of this work is the study of the existence and uniqueness of the generalized
solution for a non-local problem. This work consists of three chapters :

The first chapter is devoted to preliminary notions on differential equations, differential sys-
tems, partial differential equations, the theory of functional spaces and inequalities used in this
memory, and some theorems.

In the second chapter, we gave a history and a definition of the Boussinesq equations, and
a definition of the method used (the Galerkin method).

In the third chapter, we treated a problem with non-local boundary condition for the Boussinesq
equation in n-dimensions in a cylinder. Using the Galerkin method to demonstrate the existence

of the weak solution of the problem. Finally, we prove the uniqueness of this solution.




Notations

Notations

Nous utilisons les notations suivantes tout au long du travail
2 : un ouvert borné de R".
0N : la frontiére de (2.
| €2 |: mesure de Lebesgue de ’ensemble €.
| 02 |: mesure de Lebesgue de frontiére de 2.
x :un point de R", x = (21, T2, ovveenen. , Tp)
et dr =dzridrg.......... dx,,.
n : la normal unitaire extérieure a ).
A : opérateure différentielle est appelé Laplacien.

Au=S" Qu

=1 8£Ej :
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Introduction

Introduction

En appliquant la modélisation mathématique pour divers phénomeénes de la physique, de la
biologie et de 1’écologie, etc. Il survient souvent des problemes avec des conditions aux limites
non-classiques, qui relient les valeurs de la fonction inconnue sur le bord et a l'intérieur du do-
maine donné. Quelques fois les phénoménes physiques sont modélisés par des problémes avec
des conditions aux limites non classiques qui impliquent une condition aux limites comme une
condition intégrale sur le domaine spatial d’une fonction de la solution souhaitée. La condition
aux limites non classique survient principalement lorsque les données sur la limite ne peuvent pas
étre mesurées directement, mais leurs valeurs moyennes sont connues. Dans les toutes derniéres
années, les problémes non locaux, en particulier ceux avec des conditions intégrales ont regu une
grande attention. La signification physique des conditions non classique telles que la moyenne,
la masse totale, le temps, etc. A servi comme une cause fondamentale de I'intérét augmentant
considérablement & ce genre de problemes de valeur limite. Les problémes non locaux sont gé-
néralement rencontrés en génie chimique, la transmission de chaleur, la physique des plasmas,
thermo-élasticité, et débit de 1’eau souterraine, etc.

Dans de nombreux domaines ( mathématiques, physiques, biologie, etc.) , on est mené a cher-
cher des fonctions dont les dérivés vérifiant certaines relations. Ces problémes divers apparaissent
dans la théorie des Equations Différentielles et des Equations aux Dérivées Partielles (E.D.P).

Quand sont apparues les E.D.P?

Elles ont été probablement formulées pour la premiére fois lors de la naissance de la mécanique
rationnelle au cours du 17eme siécle (Newton, Leibniz, etc.). Ensuite le domaine des E.D.P s’est
enrichi au fur et a mesure du développement des sciences et en particulier de la physique, on se
doit de citer quelque noms comme celui d’ Fuler, puis ceux de Navier et Stokes pour les équations
de la mécanique des fluides, ceux de Fourier pour ’équation de la chaleur, de Mazwell pour
celles de ’électromagnétisme, de Schrodinger et Heisenberg pour les équations de la mécanique
quantique, et bien sur de Einstein pour les E.D.P de la théorie de la relativité.

L’objectif de ce mémoire est de donner ’application de la méthode de Galerkin dans I’étude

de l'existence du solution généralisée d’un probléme mixte avec condition aux limites non clas-
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sique pour une équation de Boussinesq de n—dimensions.

La méthode de Galerkin est une méthode trés générale et trés robuste. L’idée de la méthode
est la suivante :

Partant d’un probléme posé dans un espace de dimension infinie. On procéde d’abord & une
approximation dans une suite de sous-espaces de dimension finie.

On résout ensuite le probléme approché, ce qui est en général plus facile que le résoudre
directement en dimension infinie.

Enfin, on passe d'une fagcon ou d’une autre a la limite quand on fait tendre la dimension
des espaces d’approximation vers I'infini pour construire une solution du probléme de départ. Il
convient de noter qu’outre son intérét théorique, la méthode de Galerkin fournit généralement
un procédé constructif d’approximation.

Ce travail contient trois chapitres :

Le premier chapitre expose quelques définitions des équations différentielles, des systémes
différentiels, des équations aux dérivées partielles, et quelques rappels d’analyse fonctionnelle
ainsi que quelques inégalités utiles.

Dans le deuxiéme chapitre nous définissons les équations de Boussinesq et la méthode de
Galerkin.

Et enfin, dans le troisiéme chapitre nous traitons l’existence et 1'unicité de la solution généra-
lisée du probléme mixte non local pour une équation de Boussinesq de n—dimensions. Mesloub

S. Mesloub F [31].




Chapitre 1

Notions et définitions

Introduction

Ce chapitre est entiérement consacré a ’exposé des définitions et résultats nécessaire a la
suite de ce travail. Nous rappelons quelques définitions et résultats de base sur les équations
différentielles, les systémes différentiels, et les équations aux dérivées partielles, ainsi qu’un petit

rappel sur 'analyse fonctionnelle.

1.1 Les équations différentielles
*Equations différentielles ordinaires

Définition 1.1 une Equation Différentielle Ordinaire (EDO) est une relation entre la variable
réelle t , une fonction inconnue t — u(t), et ses dérivées (u',u” u", ....... ,u™) au point t définie

par

F(t, ' (t), 1" (t), 0" (), ooy u™(2)) = 0 (1.1.1)

On notera par abus

Ft,u u u"”, . ™) = 0. (1.1.2)
*Equations différentielles normales

Définition 1.2 On appelle Equation Différentielle Normale d’ordre (n) toute équation de la
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forme

u™ = F(tu u" L, u), (1.1.3)
*Equations différentielles linéaires

Définition 1.3 on appelle équation différentielle d’ordre (n) est linéaire si et seulement si elle

est de la forme

L(u) = f(x), (1.1.4)

L(u) = an(2)u™ + ap_y(x)u™ Y + ... + ay(2)u + ao(z)u. (1.1.5)
*Equations différentielles non linéaires

Définition 1.4 une équation différentielle d’ordre (n) est non linéaire contient des termes non

linéaire en u(t) et/ou en ses dérivées.
*Solution d’une équation différentielle

Définition 1.5 On appelle solution (ou intégrale) d’une équation différentielle d’ordre n sur un
certain intervalle I de R, toute fonction u définie sur cet intervalle I, n fois dérivable en tout

point de I et qui vérifie cette équation différentielle sur I, on motera en générale cette solution

(u,I).
-Prolongement d’une solution :

Définition 1.6 soient (u,I) et (i, 1) deux solutions d’une méme équation différentielle, On

dit que (@, 1) est un prolongement de (u,I)si et seulement si I C 1 eta\1=1u .
-Solution maximale :

Définition 1.7 Soient I, et Iy deux intervalles sur R tels que Iy C Iy , on dit qu’une solution
(u, I) est mazimale dans I, si et seulement si u n’admet pas de prolongement (@i, I) solution de

Uéquation différentielle telle que I, & I C L.

11
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-Solution globale :

Définition 1.8 On dit qu’une solution (u, 1) est globale dans Iy si et seulement si u admet

un prolongement U solution définie sur l’intervalle I5 tout entier.

Remarque 1.1 Toute solution globale sur un Intervalle I est maximale sur I mais la réci-

proque est fausse.

1.2 Les systémes différentiels linéaires

*Théorie préliminaire
Soient / un intervalle de R, n € N*, a;; : I — R, 4,5 =1,...,net f; : I — R des fonctions
continues.

L’objectif est de trouver des fonctions x1, ..., x, : I — R, n fonctions de classe C! sur I telles

que
(G () = an () 2 (£) + oo +anm () 2 () + f1 (1),
.................................................. (1.2.1)
| Zn (t) = an1 (£) 21 () + eeeennen + app (B) T (8) + f (1),
On peut écrire ce systéme sous la forme matricielle
X =AM) X1 +F()), (1.2.2)
Ou
x1 (t) fi(t)
X (t) = ) F (t) =
T (t) fn (t)

12



Chapitre 1 :Notions et définitions

(1.2.3)

Le but est de trouver X solution de I’équation (1.2.2) satisfaisant la condition initiale (1.2.3).

C’est a dire trouver X solution tel que

X (6) =A@ X (t)+ F (1),
X (ty) = X°,

*Systémes différentiel linéaires homogénes

Le systeme (1.2.1) est dit homogene si F' = 0, c’est a dire

(1.2.4)

(1.2.5)

Théoréme 1.1 L’ensemble H des solutions d’un systéme homogéne est un espace vectoriel de

dimension n.

Remarque 1.2 I suffit alors d’avoir n solutions linéairement indépendantes de (1.2.5) qui for-

meront une base de H.

13
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Définition 1.9 (Matrice fondamentale)
Soient Xy, ...... , X, des solutions de (1.2.5). Si les n fonctions sont linéairement indépen-
dantes, on dit qu’ils forment un ensemble fondamental de solution de (1.2.5).

On notera alors :

M(#) = (X1 () 1 oo X, (1) (1.2.6)

Théoréme 1.2 (Solution du systéme homogeéne )
Soient X1, ...... , X, un ensemble fondamental de solutions de (1.2.5), alors toute solution X

de (1.2.5) est de la forme
X(t)=) X (1), (1.2.7)

avec ci,Cy, .....,c, € R.

*Systémes différentiel linéaires non homogénes

Revenons au systéme non homogene (1.2.2) avec F non identiquement nulle.

X(H)=A{).X({t)+F(t),

Théoréme 1.3 (Solution du systéme non homogéne )
Sotent X1, ...... , X,y un ensemble fondamental de solutions du probléme homogéne (1.2.5),

et X, une solution particuliére de (1.2.5), alors toute solution X de (1.2.2) est de la forme
X=X+ X (1), (1.2.8)
i=1

avec ci,Ca, .....,c, € R.

1.3 Les équations aux dérivées partielles

Définition 1.10 Une Equation aux Dérivées Partielles (E.D.P en abrégé ) est une équation
faisant intervenir une équation inconnue de plusieurs variables ainsi que certaines de ses dérivées

partielles.

14
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*Ordre d’une équation aux dérivées partielles

Définition 1.11 On appelle ordre d’une E.D.P [’ordre de la plus grande dérivée présente dans

[’équation.

Les E.D.P les plus intéressantes proviennent de la modélisation d’un nombre restreint des
phénomeénes.

-Le transport : convection de chaleur dans un liquide, convection d’un polluant dans
I’atmosphére, convection d’un polluant dans la mer etc.

-La diffusion : la diffusion de la chaleur dans un solide ou un fluide, la diffusion des particules
fines, etc.

-L’équilibre : calcul de I’équilibre d’une structure soumise & des forces, etc.

-Les vibrations : les vibrations du son dans |’aire, les vibrations des structures, les vibrations
radio, etc.

Nous verrons qu’a chacun de ces phénomeénes correspond une catégorie d’EDP.

L’étude est restreintes aux EDP linéaire d’ordre inférieur ou égal a deux.

*Exemples d’équation aux dérivées partielles

Nous citons quelques équations aux dérivées partielles "célebre", et quelques systémes des

équations aux dérivées partielles :

AU =0 L’équation de Laplace.

AU - f=0 L’équation de Poisson.

U, — AU =0 L’équation de la chaleur, diffusion homogeéne.
Uy, — AU =0 L’équation des ondes.

Uy — AU+ U, +U =0 L’équation de la télégraphistes.

TV + AV =0 U L’équation de Schrodingr.
Uy=KAU+rU(1-%) Léquation de Fisher.
E; =rot(H)
H ;= — rot(F) Les équations de Maxwell.

div(E) =div(H) =0
Vi=oVu+aU - BV

Les équations de Fitzhugh-Nagumo, pour «, 3,0 dans R,.
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*Les EDP linéaire du premier ordre

Définition 1.12 On appelle EDP linéaire du premier ordre dans un domaine €2 C R"™ et
d’inconnue ® : Q) — R, une EDP de la forme :

F(z).v®(x) + g(x).®(x) = h(x), (1.3.1)

Telle que V®(x) est le vecteur gradient de P

(VD (2)); = ag)g)’ (1.3.2)
Et
F(z) = (fi(z), fa(x), oo , fu(2)), (1.3.3)
Donc
fl(x)ag’g) s (x)ag)x(j) o + fula) ag’éf) 4 g(2).®(x) = h(z). (1.3.4)

Exemple 1.1 L’équation de continuité de la mécanique des fluides :

%(t, x) +div(p(t, z).u(t,z)) = 0.

*Les EDP linéaire du second ordre

Définition 1.13 Quant on pose X = (x1, T2, ........ ,n) € R™ une équation aux dérivées par-

tielles du second ordre sera de la forme :

zn: En: A (X) % (X) + Xn: B; (X) ZZ (X)+C.U =G (X), (1.3.5)

=1

i=1 j=1

avec A;; ,B; ,C,G des fonctions indépendantes de U ne s’annulant pas toutes simultanément

dans R™.

16
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Si nous limitons dans R?, c’est a dire X = (x,vy), alors

02U 02U O2U oU oU
4B 4+ 02—+ D=+ E-—+FU=0,

A Ox? + 0x0y COy? Ox oy

On peut classer les EDP [’inéaire d’ordre deuz en trois grandes familles :
Elliptique, Hyperbolique, et Parabolique.

- Les équations Elliptiques :

L’équation est Elliptique si B? —4AC < 0.
Exemple 1.2 AU = f L’équation de Poisson.

- Les équations Hyperboliques :

L’équation est Hyperbolique si B% — 4AC = 0.
Exemple 1.3 U; — AU =0 L’équation des ondes.

- Les équations Paraboliques :

L’équation est Parabolique si B? — 4AC = 0.
Exemple 1.4 U, — AU =0 L’équation de la chaleur.

Définition 1.14 (Solution généralisée)

(1.3.6)

Une solution généralisée comme son mom l’indique, est donnée a une EDP qui n’a pas de

solution au sens classique.

Le plus souvent, on prolonge I’EDP & un ensemble de distributions, simplement en considérant

les dérivées au sens des distributions, au lieu des dérivées classiques. L’EDP peut alors avoir une

solution généralisée (distribution) qui n’est pas assez dérivable au sens classique pour étre solution

ordinaire.

Remarque 1.3 Si une EDP n’a pas de solution généralisée, on est sir qu’elle n’a pas de solution

usuelle.
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1.4 Rappels d’analyse fonctionnelle

1.4.1 Les espaces

*La Norme

Soit /' un espace vectoriel sur un corps k.

On appelle norme sur F dans R, notée | .| telle que :

x]|>0,VeeE et |z]=0 ssi x=0;

i) | Azl= | Az, VAek Yz e E ;

i) [z+yl< el +yll, Ve,yecE.

*Le Produit scalaire

Un produit scalaire sur un espace vectoriel £ est une fonction scalaire (.,.) de E' x E telle
que :

i) Vx € E , 'application = — (x,y) est linéaire;

ii) (x,y) = (,y), Yo,y € E;

iti)(z,x) 20, Ve € E et (z,2) =0 ssi x=0.

*Suite de Cauchy

Une suite (x,)n, >0 d’éléments de E est dite de Cauchy si, pour tout ¢ ) 0, il existe un
entier N ) 0 tel que :

d (xp,xm) (e pour n,m >N .

*Espace normé

Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel muni d’une norme.

*Espace complet

Un espace métrique est dit complet si toute suite de Cauchy admet une (unique) limite dans
I’espace.

*Espace de Banach

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

*Espace de Hilbert

Un espace de Hilbert est un espace de Banach muni d’une produit scalaire (.,.) sur F x F

18
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tel que la norme de I'espace de Banach satisfaite :

|2 = /(@ a). (1.41)

*Espace de Lebesgue L% ()

Soit 1 < P < oo , on appelle espace de Lebesgue LT(2) espace :

LF(Q) = {U :Q—=R,U fonction mesurable et || U || rq)= (/ | U (z) |” dx)% < oo},
Q
(1.4.2)
Et

L>(Q) = {U Q= R, U fonction mesurable et || U ||pe=sup ess | U (x) |< oo} :

zeQ

(1.4.3)
Ou
sup ess | U (z) |=inf{C € R,| U (x) |[< C pp.sur Q} (1.4.4)
Notation : si P =2
| U lzzey= (/Q U (2) 2 da)t, (1.4.5)
(U, V)iom = / U (z).V(x) du. (1.4.6)
Q

*Espace de Sobolev
Soit € un ouvert de R", K € N, 1 < P < oo , on appelle espace de Sobolev (sur €, d’ordre
K ,bas¢ sur L (Q)), et on note W &F (Q), ’'ensemble des applications, U € L¥(2) dont toutes

les dérivées faibles d’ordre inférieur ou égal & K sont dans L¥(Q) .

wEE(@Q) ={Ue LP(Q),D*U e L°(Q),V|a|< K}, (1.4.7)

19
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Muni de la norme

| U |lw x.r Q)= Z | DU |PLP(Q) , (1.4.8)

la|< K
Dans cette définition la dérivée partielle D ¢ est entendu au sens des distributions.

Ou

a={ag,ag,...... ,ant € N, (1.4.9)
« est un multi-indice et
D% = H(a)ai (1.4.10)
olel
O 0MEy. 02Ty e 0% x,

Avec
o= (1.4.11)
reR", r®=al" . w3 . (1.4.12)

Théoréme 1.1 pour tout ouvert €2 de R"™, pour tout K e N et1 < P <00, on a

HEP Q)= WP (Q) (1.4.13)

*Espace H®
Lorsque P=2, WEP (Q)= WE2(Q) est plutot note H X(Q).

HE () muni de la norme :

IV

1U g s@={ D | DU IPreq | - (1.4.14)

lo|< K

On introduit sur H ¥ le produit scalaire

20
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(U, V)= > (D°UD"V) (1.4.15)

laj< K

(ici, (.,.) désigne le produit scalaire usuel sur L %(Q) ).

Théoréme 1.2 Soit  un ouvert de R™ et soit K € N, l'espace H % () muni de produit scalaire

(1,4,15) est un espace de Hilbert séparable.

Remarque 1.4 L’intérét d’avoir un espace séparable est de pouvoir construire une base Hilbertienne

dénombrable.

1.4.2 Quelques formules

*Formule de la divergence

La formule de la divergence sur un domaine €2 est définie par :

/div W dx = Wn do, (1.4.16)
Q o9

Tel que W est un champ des vecteurs définis sur 2. n (x) la normale extérieure de 2.

*Formule de Green

La formule de Green sur un domaine 2 est définie par :

/Q(AU) v dx:/m%—g.v do — /QVU.Vde. (1.4.17)

1.4.3 Quelques inégalités utiles

* Inégalité de Gronwall :

Soient U,V : [to,t1] — R, deux fonctions continues telle que, pour quelque C' > 0, on a :

U (t) < C’+/tU (s).V (s) ds, Vté€ [to,t1], (1.4.18)

to

Alors
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U (t) < C. exp (/ttV(s) ds), Vt € [to, t1] (1.4.19)

* Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soient U,V € L*(Q) alors :

(/QU(x).V( (/|U |2dx)(/|V )2 d:z;). (1.4.20)

* Inégalité de Holder
Soit U € LP(Q2), et V € LI(Q) alors :

|/QU(;B).V (x) do |< (/Q|U(a:)|pda:) (/|v ) |7 dx); ,%+$:1. (1.4.21)

* Inégalité triangulaire

Soient U,V € L?() alors :

VI

</Q|U<x>+v<a:>|2 dr)

</Q|U(a:)|2da:) (/|V |2d;c). (1.4.22)

* Inégalité de e—Cauchy

€ 1
< -+ —p° 1.4.2
[ af |< o? + 55, (1.4.23)

tel que o, 3 € R et ¢ € RY.
* Inégalité de trace

Soit U € W 12(Q), et soit © un ouvert de R” , de frontiere 9Q alors :

/ (U > dS < /(€|VU > +C ()| U |*)dzx, (1.4.24)
o0 Q
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10N Z200) < € lIVUIZ2) + C (2) U2y (1.4.25)

tel que e € R% et C () est une constante positive.

* Inégalité de Poincaré

Théoréme 1.3 Soit 2 un ouvert de R™ , borné de frontiére OS2, alors Il existe une constante

Cq)0 telle que :
[Ull22(0) < Ca-[[VU | 12(0)- (1.4.26)
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Chapitre 2

Les équations de Boussinesq et La

méthode de Galerkin

Introduction
Dans ce chapitre nous définissons les équations de Boussinesq et la méthode de Galerkin,

cette méthode est utilisée pour étudier 'existence de la solution d’un probléme mixte.

2.1 Les équations de Boussinesq

Introduction

Il y a plusieurs raisons pour étudier la surface libre des vagues d’eau et leurs propagations
dans la mer, tels que la nécessité de prévoir le mouvement de surface d’eau a un certain endroit
et temps, et d’en déduire les effets lorsque les vagues atteignent les cotes, qui est d'un grand
intérét pour les défenses cotiéres.

La conception d’un port implique généralement 1’essai d’un certain nombre des dispositions
possibles pour une variété des conditions afin de produire une conception qui minimise les per-
turbations des vagues dans le port. De tels problémes peuvent étre analysés expérimentalement
avec des modeéles réduits dans des cuves expérimentales, ou numériquement par ’application
d’un modéle mathématique approprié et un procédé numérique.

[’avantage des modéles numériques est la facilité, peuvent étre construits et testés par rapport
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Chapitre 2 :Les équations de Boussinesq et La méthode de Galerkin

a la reconstruction des modéles physiques.

Les modeles numériques sont généralement basés sur des modéles mathématiques en eau peu
profonde, les équations incompressibles de Navier — Stokes constitueraient un modéle mathéma-
tique précis, la solution numérique d’un probléme réaliste impliquerait un grand domaine spatial
en trois dimensions avec une surface libre comme frontiére. En pratique, I’étude des eaux peu
profondes de cette classe de probléme peut étre utilisée pour simplifier le modéle mathématique
et ainsi réduire la charge de calcul de sa solution. Ce résultat est obtenu par la réduction du mo-
dele mathématique a deux dimensions. Les plus simples de ces systémes d’équations des vagues
dispersives sont les équations de Boussinesq.

Les équations de Boussinesq sont largement utilisées dans 'ingénierie cotiere. Un exemple
parmi d’autres est la modélisation des vagues de tsunami.

Ces équations peuvent également étre utilisées pour modéliser les oscillations de marée. Bien
stir, ces types de mouvement de vague sont parfaitement décrits par les équations de Navier —
Stokes, mais actuellement il est impossible de résoudre entiérement en trois dimensions des
modeles dans un domaine important. Ainsi, les modéles approximatifs tels que les équations de

Boussinesq doivent étre utilisées.

2.1.1 Historique

Valentin Joseph Boussinesq, né a Saint-André-de-Sangonis (Hérault) le 13 mars 1842 et
mort & Paris le 19 février 1929, est un hydraulicien et mathématicien frangais. Il est élu a
I’Académie des sciences, membre de la section de mécanique, en 1886.

Les années 1871 et 1872 ont été particulierement important dans le développement des équa-
tions de Boussinesq. En 1871, Boussinesq a recgu le prix de Poncelet 1’Académie des sciences
pour ses travaux, il a présenté des notes célébres sur la vague solitaire intitulée «Vague solitaire
se propageant Dans un canal rectangulaire », qui est étendu plus tard dans une note intitu-
lée «T'héorie générale des mouvements qui sont propagés dans un canal non rectangulaire
horizontal ». Saint—V enant présente quelques notes de Boussinesq intitulé « Sur le mouvement
permanent varie | 'eau dans les tuyauzx de conduite et dans les canaux découverts ». Saint —

Venant lui-méme publie quelques notes intitulé «Théorie du mouvement non permanent des
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Chapitre 2 :Les équations de Boussinesq et La méthode de Galerkin

eaux ».

Toutes ces notes portent sur la théorie d’eau peu profonde. Le 13 Novembre 1871, Boussinesq
soumet un document intitulé «Théorie des ondes et des remous qui se propagent le long d 'un
canal rectangulaire horizontal > .

Les équations des vagues dispersives non linéaires ont d’abord été développées pour expliquer
les observations expérimentales des vagues solitaires qui pourraient voyager pour des distances
relativement importantes sans changement de leur forme ou de la vitesse.

Ces derniéres années, il y a eu plusieurs propositions de systémes étendus de Boussinesq pour
lesquels la dispersion est valable jusqu’a la limite de I’eau profonde, ce qui augmente la plage
utile de ces modeéles pour de nombreuses applications. En choisissant la vitesse & une profondeur
arbitraire comme 'une des variables.

Il y a eu beaucoup de développements ultérieurs des équations de Boussinesq comme dans

les travaux de Peregrine [1967], Nwogu [1993], Weietal [1995], Madsen et Schaf fer [1998].

2.1.2 Définition des équations de Boussinesq

Les équations de Boussinesq décrivent un grand groupe de phénomenes des vagues disper-
sives non linéaires, tels que la propagation des vagues longues sur la surface d’eau peu profonde.

Le but de ce type de modélisation est de réduire les problémes de trois dimensions a deux
dimensions.

Les équations de Boussinesq ont une forme différentielle facile par apport a celles d’Euler
ou de Navier — Stokes, qui peuvent poser des difficultés dans leur approximation numérique.

Les équations de Boussinesq possédent une structure hyperbolique combiné avec des dérivés
d’ordre élevé pour modéliser la dispersion des vagues.

Le point de départ pour la modélisation des vagues d’eau sont les équations de Navier—Stokes
incompressibles. Cependant, la modélisation mathématique de ces équations est un probléme en
trois dimensions avec une limite de surface libre, les équations de Boussinesq décrivant les
modeles des vagues d’eau peu profonde en deux dimensions.

Pour simplifier la présentation en deux dimensions, (x, z) étant horizontal et vertical, respec-

tivement.

26



Chapitre 2 :Les équations de Boussinesq et La méthode de Galerkin

La coordonnée z varie entre la surface libre 7 (z,t) et le fond de la mer (—h(z)).

n (=)

=

Figure 2.1: Le cadre de référence

Remarque 2.1 La dérivation de Boussinesq a été limitée a deux dimensions (x et t).

2.1.3 La direction de propagation de vague

)

napuojoid

lors de la propagation de la vague

Figure 2.2 : Exemple de propagation d 'une vague.
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* Les vagues se propagent verticalement de bas & haut comme il est montré dans

les figures suivantes :

Figure 2.3 : Exemple d 'une vague qui se propage

verticalement de bas a haut (Etape 01).

Figure 2.4 : Ezemple d "une vague qui se propage

verticalement de bas & haut (Etape 02).
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Figure 2.5 : Exzemple d "une vague qui se propage

verticalement de bas a haut (Etape 03).

* Les vagues se propagent horizontalement de gauche a droite comme il est montré

dans les figures suivantes :

X Dir ecti
ti
on de I3 Pr0p
Agat;,
h

Figure 2.6 : Exemple d 'une vague qui se propage

horizontalement de gauche & droite (Etape 01).
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Figure 2.7 : Exemple d 'une vague qui se propage

horizontalement de gauche a droite (Etape 02).

X

Dire
ct,'o
N de Ia Prop
Agat;
on

IS

D

Figure 2.8 : Exemple d 'une vague qui se propage

horizontalement de gauche & droite (Etape 03).
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2.1.4 Les différentes formes des équations de Boussinesq

Les différentes possibilités des équations de Boussinesq dans le choix de la grandeur de la
vitesse. Dans la plupart des cas, on choisit la vitesse & un niveau d’eau arbitrair. La performance
du modele résultant est tres sensible aux propriétés de la propagation. Le bon choix de la variable
de vitesse, augmente considérablement ’amélioration de la propagation des vagues.

Il y a des différentes équations de Boussinesq, les plus importantes :

1)Boussinesq’s Boussinesq Equation (BBE) : manque le quatriéme dérivé mixte.

2)Boussinesq Paradigm Equation (BPE) : une application non linéaire sous la forme

générale suivante :

U = A (U — OéU2 + ﬁlutt — 62 A U) (211)

ou u est ’élévation de la surface, (3, 3, sont deux coefficients de la propaguation, et « est un

parametre d’amplitude.

2.1.5 La base des schémas numériques pour les équations de Boussi-

nesq

La plupart des schémas numériques pour les équations de Boussinesq sont basées sur la mé-
thode des différences finis, ces méthodes sont des techniques courantes de recherche de solutions
approchées d’équations aux dérivées partielles qui consiste a résoudre un systeme de relations
(schéma numeérique) liant les valeurs des fonctions inconnues en certains points suffisamment
proches les uns des autres.

Plus récemment, Wei et Kirby présenté une autre technique alternative pour divers systemes
de type Boussinesq et de démontrer que les solutions précises peuvent étre obtenues.

La méthode des différences finis a été utilisées pour prédire les élévations des vagues a 'in-
térieur des ports et des vagues d’interactions dans la zone cotier. Cette méthode est simples &
formuler, mais il y a une difficultés dans la modélisation des géométries en deux dimensions de
I’espace avec des grilles structurées peuvent conduire a une perte de précision. Prendre comme

exemple
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figure 2.9 : Solution pour une équation de Boussinesq, t = 25.

Les modeéles de Boussinesq peuvent étre évalués théoriquement par leurs caractéristiques de
la propaguation, en gardant & I’esprit 1’objectif final de résoudre les problémes en trois dimensions

dans des environnements de profondeur variable.

2.2 La méthode de Galerkin

Introduction

Dans ce mémoire, nous avons étudié une équation bidimensionnelles de Boussinesq pour
I’eau de profondeur variable. Cette équation est toujours applicable sur des vagues se propageant
a des profondeurs variables. Une méthode de Galerkin est utilisée pour résoudre cette équation

de type hyperbolique.
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2.2.1 L’espace d’approximation de (alerkin d’ordre m

Définition 2.1 Soit V' un espace de Hilbert séparable et {Vi,},,cn. une famille d’espaces

vectoriels de dimension finie vérifiant les axiomes :

i) Viu CV (dim V,, < +00)

it) Vi — V quand m — +0o0

Et il existe K sous-espace dense dans V', tel que pour tout v € K , on peut trouver une suite
{Um}meN* vérifiant : Pour tout m € N*, v,, € V,,, et v,, > v dans 'V lorsque m — oo.

L’espace V,,, s’appelle une approximation de Galerkin d’ordre m.

2.2.2 Le schéma de la méthode de Galerkin

Soit P le probléme exact pour lequel on cherche & montrer 'existence d’une solution dans
un espace de fonctions construit sur un espace de Hilbert séparable V. Soit u la solution unique
du probléme P.

Apreés avoir fait un choix d'une approximation de Galerkin V,, de V, il convient de définir un
probléme approché P,, dans I’espace de dimension finie V,, ayant une unique solution ,,.
Le déroulement de I’étude est alors le suivant :
Etape n1 :
On définit la solution u,, du probléme P,,.
Etape n'2 :

On établit des estimations sur u,, « estimation a priori » qui traduisent que u,, est unifor-

mément bornée.
Etape n'3 :
Par I'utilisation de résultat de u,,, qui est uniformément bornée, il est alors d’extraire de

{tm},pen+ une sous-suit {2y, } qui a une limite dans la topologie faible des espaces qui

meN*
interviennent dans les estimations de I’étape n°2.
Soit alors u la limite obtenue.

Etape n'4 :
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On montre que v est solution du probleme P. Donc la solution cherchée d’apreés 'unicité.
Etape n°5 :

Résultats de convergences fortes.
Notre objectif est de construire un procédé d’approximation qui nous fournit a la limite une
démonstration de l'existence de la solution, ce procédé revient a approcher u(x,t) comme com-
binaison linéaire de « fonctions de bases » wy, (z) telle que u™ = 37 «y, (t) wy ()

ol les ay, (t) sont alors solutions d’un systéme de n équations différentielles linéaires.
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Chapitre 3

Solution d’une équation de Boussinesq
de n-dimensions avec une condition non

classique

Introduction

Nous divisons ce chapitre en trois sections : Dans la premiére section, nous indiquons le
probléme, définissons quelques espaces et donnons une définition pertinente de solution faible.

La deuxiéme section est consacrée a ’étude de l'existence de la solution faible du probléme
posé par 'application de la méthode de Galerkin.

Enfin, dans la troisiéme section, nous prouvons l'unicité de la solution faible du probléme

posé.

3.1 Position du probléme

Dans ce mémoire, nous sommes préoccupés par un probléme avec des conditions aux limites

mixtes, pour I’équation de Boussinesq de n— dimensions dans un cylindre Q7 = Q x (0,7), ou
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) est un domaine borné dans R" avec la frontiére 0Of).

Lu = uy — o2 Au — [*Auy = F(z,1),
u (:U,O) = g0($), Uy (m,O) = w(x)a (3.1.1)
ou/on = / /u (&, 7)dédr, x € 09,
0Ja

ou F(z), p(x) et ¥(z) sont des fonctions donnés, et du/0n désigne la dérivée normale.
Soient {u € L2(Qr) : D “u € L*(Qr) pour tous |a| < 1} 'espace de Sobolev, et W, (Qr)
'espace de Hilbert dont les éléments u sont en L?(Q7) avec u; et u,.

La norme dans W' (Qr) est définie par :

1/2
||u||W2A’1(QT) = (/Q [u? +ul + uj + (Au)Q]dxdt) ,
T

le produit scalaire Wi (Qr) est définie par

(u, ’U)W2A,1(QT) = / (uv + ugpv, + wvy + Au.Av)dxdt.

T

Maintenant, soient V(Qr) et W (Q7) deux ensembles des espaces définis respectivement par :

V(Qr) = {u e WAYQr) : Vau, € L?(QT)} ,

Et

W(Qr) ={ueV(Qr):u(x,T)=0}.
Nous avons I’équation suivante :

wy — o*Au — B*Auy = F(x,t). (3.1.2)

Multiplions cette équation par v € W (Qr), et intégrant sur Qr = Q x (0,7) :

Auttvda:dt:/ F(z,t)vdxdt. (3.1.3)

/ ugvdrdt — o / Auvdzdt — *
T T Qr T
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(1) 12(Qy désigne le produit scalaire dans L*(Qr), u la solution de (3.1.1), et v € W(Q7).

Apreés I'utilisation de la formule de Green, et les conditions aux limites dans (3.1.1), on obtient

a2 (VU VU)LQ Qr) — ﬁ2 (Vut, Vvt)Lz Qr) (Ut, Ut)LQ(QT)

= (i =2 [ oo ([ ot )
Jrﬁ//mvt</Q gtdﬁ)dsdtJr(v(SU,O)ﬂﬁ)Lz(Q)

v(z,0), AY) 120 (3.1.4)

Définition 3.1 Une fonctionu € V(Qr) est appelé une solution généralisée du probléeme (3.1.1),

si elle satisfait ’équation (3.1.4) pour chaque v € W(Qr) et u(x,0) = p(z).

3.2 L’étude de D’existence de la solution faible du pro-
bléme posé par ’application de la méthode de Galer-
kin

Nous donnons maintenant le résultat de l'existence d’une solution au probléme (3.1.1), et le

prouver a 'aide de la méthode de Galerkin.

Théoréme 3.1 Si ¢(z) € W3 (), ¥(z) € WHQ), et F(x,t) € L*(Qr), alors il ya au moins

une solution généralisée dans V(Qr) de probléeme (3.1.1).

Preuve
Soient {Zj(x)},>; un systéme orthonormé fondamental dans Wy (Q), (i.e) (Zx, Zi)gq = Or,-

Nous cherchons une solution approchée u” (z) sous la forme

uM(,t) = Cu(t) Zi(x), (3.2.1)
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Ou Cy(t) sont des fonctions définis par les conditions
(£U/7 ZZ)LQ(Q) - <F7 ZZ)LQ(Q)7 l - 1,...,N.

Et peut étre déterminée cette relation

(uits 21) oy + @ (VU VZ) g + B2 (Yl , V2 o

+a2/le (/Ot/QuN(g,T)dgdr> ds + ° mzl </0t/ﬂug(§,7-)d§d7'> ds

= (F, ZZ)L2(Q)7 l=1,...,N, (3.2.2)

Avec

Ci(0) = oy, C1(0) = By, (3.2.3)

O les constantes oy, et 3, représentent les coefficients dans les sommes ¢ (z) = > . Zy(z) et
k=1

N
N (z) = 3 By Zp(z) (respectivement), qui approximent les conditions initiales ¢(x) et (z)
k=1
dans W4 () lorsque N — oo.
Remplacement de (3.2.1) dans (3.2.2), donne :

N

ZldiC +052/V<Z
Q P

1

[(goom)
+B/ ( (t) Zp(x )) NZ, dx
ol L
-+ aQZl < /O t /Q ( Ck(T)Zk(g)) d5d7> ds

- (F7 Zl)LQ(Q)7 l - 17 ceey N, (3.2.4)

WE

b
Il

1

WE

£
Il
—
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Alors

N
/ > (CY ()22 + PCr () V2N Zy + B2 ()Y 2,V ) da
Q

k=1

*O‘ZkZN; /0 t (Ck(f) /8 QZ,(:,:) /Q Zk(f)dfds) dr
+62§: /0 t ((J,;'(r) /8 QZZ(:[;) /Q Zk(g)dgds> dr

= (F.Z) 20 - I=1,..,N, (3.2.5)

(F7 ZI)LQ(Q)

N
= () (% 20 oy + BV 2 V) 1y ) + @2 Chlt)(V 20,V 2120

2/; ( ") /le<$> /Q Zk@)d»sczs) dr

+ZN:52/; (C;’J(T)AQZz(x)[]Zk(f)dfdQ dr, I=1,..N, (3.2.6)

+
NE

o

9

Si dans cette derniére égalité, nous faisons les notations suivante :

1, k=1
(Zk, Z0) 120y = O = (3.2.7)
0, k#1
(VZi,VZi) 12(0) = Vs (3.2.8)
[ 2 [ zutededs = . (3.29)
o0 Q
(Y Z1) 20y = F1(1), (3.2.10)

Alors nous avons
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N

k=1

— R, I=1,..

La différenciation par rapport a ¢ dans (3.2.11) conduit au systéme suivant :

N
Z C (1) (6r + B°v) + 2CL (v + 2Cr(t) X + B2CY (H) X
k=1

— (1), I=1, ..

On prend ¢ = 0 dans (3.2.11) on obtient :

N
> CL0) (0 + BPyw) + &Py = F(0)
=1

Gy (0) = By, 7 C(0) = au..

t
Z C{' (1) Ok + BPyia) + o Cr(t) i + /0 (@PCr(T)xw + BCH(T)xw) dT

(3.2.11)

(3.2.12)

(3.2.13)

Les équations (3.2.12) forment un systéme d’équations différentielles ordinaires linéaires a

coefficients constants de troisiéme ordre en ¢ pour les inconnues C(t), & = 1,...N. Par un

théoréme bien connu sur la solvabilité de ces systémes, le probléme (3.2.12) admet une solution

unique pour les conditions initiales (3.2.13). Ainsi, pour tout n il existe une fonction u(z)

satisfaisant (3.2.2).

Maintenant on va obtenir les bornes pour v qui ne dépend pas de N. Pour ce faire, on

multiplie chaque équation de (3.2.2) par lappropri¢ C)/(t), ajoutons-les de 1 & N et ensuite

intégrons par rapport at¢ de 0 & 7, avec 7 < T, nous obtenons :
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/ ' / [upy .2,.C} (t) + o (VU .V Z,.C/ (1)) + B (Vuy .V Z,.C} (t))] dz dt
0 JQ

+a2/OT/BQZl.Ck’(t) </Ot/QuN(§,7')d§dT) ds dt
+ﬁ2/OT/BQZz-Ck/(t) </Ot/9ug(£,7')d§d7'> ds dt
/OT/QF-Zz-Ck'(t) dt, [=1,..,N, (3.2.14)

(uﬁ,uiv)Lz(Q ot o? (Vu®, VuiV)LQ(Q ot 8% (Vuyy, VuiV)LQ(Q -

+a? / /8 ngV ( / t / uN(g,n)dgdn) dsdt
+5° / /a Q“t ( / / ul(&,m dfdn) dsdt

= (Fu)) I=1,..N, (3.2.15)

L2@7)°

L’évaluation de chaque terme de la partie gauche de (3.2.15), donne

(ug,uiV)Lg(QT) = /Q|:/0 uly . dt} dx

1

= 5/9 [ (' (@,7))" = (' (2,0))* ] da

1 1
= 5 @) — 5 ¥ @02 (3.2.16)
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o (Vu, V') oy -y = O‘Q/QUOTWN‘V“? dt} dzx
= %2 {/ﬂ[(VuN(x,T))Q— (Vu(z,0))? | do

= I ey~ S V@O, 3217

3 (vug,vuf)m(m — 5/{/ Vull . Vul dt]d
- S 1wty - w0y

2
= 5 HVuiv(x,T) 2

[P HWt (2,0 }agy > (3:218)

Lo (L
_ a/ (2, 7) / N(e t)dedtds
0

< fuf e

N, n)dﬁdn) dsdt
)

(€, t)dedtds, (3.2.19)

o[ (] t [t acan) asar
= B2 /a ) /0 Tuiv (z,1) /Q ul (€, t)dédtds
-2 /d ) /0 Tu,fv (z,1) /Q ul (€,0)dédtds. (3.2.20)

Remplacement les égalités (3.2.16) - (3.2.20) dans (3.2.15), on obtient :
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o? B
) Huiv<x77—)Hi2( )+_ [V (2,7 Hi?(ﬂ ”Vut (z, 7 HL2(Q)

1
= 5 Il @ 0|y + HW (020 + HW U] [

N dédtd
u (ZL‘,T)/O /Qu (&, t)dEdtds
N

<,

+a? /6 ) /0 z,t) /Q u™ (&, t)dédtds

5 [ [t [ odearas

+5 / / Tuﬁv z,t) / ulN (€,0)dédtds

+(F,iZV)L2(QT), i (3.2.21)

On utilisons l'inégalité de ¢ — Cauchy et I'inégalité de Trace, pour estimer les cinq derniers

termes de de la partie droite de (3.2.21) comme suit :

—a/meT// (€, t)dédtds

a’e N
< = /aﬂ(u( ) d3+2_5139<// ftdgdt) ds
a’e
< 2 (VN @ )y + 1) [0 @) ey
2
+a—T|Q|l ) ™ @ 1) o (3.2.22)

/ / W) / uM (€, t)dedtds

2
< O‘—// N(x,t)) dsdt+—// (/ 5) dsdt
2 0 o0
(6%
< 7( [V @ D) gor) + 1) o™ @3 o))
2
+7 )19 [[u™ @, )| 20r) (3.2.23)
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—3? /8 . /O Tuiv (z,1) / ul¥ (&, t)dédtds

62
< 5 (CIVa @D + 1O ¥ @ 1) g )
52
51 19 [l (@, )2 -
Ch / / (1) / up (£, 0)dédtds
o0J0
2
< 6 ( HVut a:tHL2 )—i-l(&t)“uiv(a:,t)“iz(QT))
2
+%Z<e>|Q|7HuiV<x,o>H;(Qf),
1 1
(Foul) o ry < 5 1F N2y + 5 " (@ D) 20

(3.2.24)

(3.2.25)

(3.2.26)

Combiner les inégalités (3.2.22) - (3.2.26) et I'égalité (3.2.21), et faire usage de I'inégalité

suivante :

o™ @) oey < @ 0o - + @ D2

+[|u™ (=, 0)”;(9) ;

On obtient :

(3.2.27)
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(1= S0 [ )y + 5 3 ' (@ 7|20

2
o? ﬁ2
—|— 5 (1 — E&1 ||VU T, T ||L2(Q) Hvut T, T ||L2(Q

/82
31(6 21T) HUiV(va)IILmﬁHu 0] [

IN
l\:)ln—

(
52 N 2 2

2 042 N 9
+(1+ 2—51:/’ QP 1(e) + —l(e) + 5 Ue) 1) [ (@, )| 2y

3
G+ B40) + 8216 190) [ ()2 g

—€HVU z,t) ||L2(QT + B ||V (z,t) HL2 o (3.2.28)

En prenant €; = 1/a?l(¢), et en choisissant £ sorte que a?l(¢) > €, nous pouvons mettre

que (3.2.28) sous la forme simple :

0¥ @ 1) [0y + 1V @) [y + e @) [
+ ||V (2, 7) HL2(Q)
< D ([l @ 0 aq + [0 (. 0) [Fagey + 1V @ 0) [

+ HVU,{V(LO)H;(Q) + ||u (=, t) HLz o T [Vu® (x,1) HL2(QT

2
+ Huiv(x7t)||LQ(QT) + Hvut Z, t HL2 QM) + HFHLQ(QT)> ) (3'2'29)
Ou
2
{ + B2(e )IQ\T7 622’ oc2 1+ 4l2(€2)\9\ T4 a2l2(6) + azl(;)\ﬂl’
max ; ) ) 2
2+ ) [+ BU(E), 5, S
D= 7 (3.2.30)
min {5, 5 = %}

Pour l'inégalité (3.2.29), nous appliquons le lemme de Gronwall , puis on intégre de 0 & 7

pour obtenir :
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1™ [ 22gry + 190" [agry + a2y + 1192 |2y
< Dexp { DT[u (2,0)[ 12y + [0 (2. 0)[ [}y + [V (2,0) [ o

—i—HVut z,0) HL2 + ”FHLQ(QT)]}v (3.2.31)

On néglige le dernier terme de la partie gauche de I'inégalité (3.2.31), alors

2
[ vz < Pexp { DT (llelliva@) + 14 1s@ + 1F 1 20r) ) § - (3.2.32)

a partir de (3.2.32) ,on conclut que :

||uNH12/I/21(QT) < A

Donc, la suite {uN } ~>; st bornée dans V(Qr), et nous pouvons en extraire une sous suite
pour laquelle nous utilisons la méme notation qui converge faiblement dans V' (Qr) a une fonction
limite u(z,t). Nous devons montrer que u (x,t) est une solution généralisée de (3.1.1), puisque
ulN (z,t) — u(x,t) dans L?(Qr) et u™(z,0) — p(x) dans L*(Q), alors u(z,0) = p(x) .

Maintenant, prouver que (3.2.2) est valable ;nous multiplions chacun des relations (3.2.2) par
une fonction p;(t) € W3 (0,T), p(T) = 0, puis ajouter les égalités obtenues de [ =1al= N, et
on intégre par rapgf)ort at sur (0,7).

Posons Y = " py(t)Zi.(z), nous avons :
k=1
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- (uiv7 anSV)LQ(QT) +a? (VUN7 V77N)L2(QT)

aQ/(m/OTnN(x,t)/ot/QuN(f,T)dﬁdetds

T t
_ A2 N N

& aQ/O " (:E’t)/o /Qutt(faT)dngdtds
(£,

+

)L2(QT) ’

Alors

= () gy T (VU V) g

_62 (vui\f’ Vﬁiv)Lz(QT)

= (F7 nN)LQ + (ul]fv (.T, O)’ nN(O))L2 Q
(Q) (@)

+8% (Vuy' (2,0), V™ (0)) 1

—a2/89/0T77N(:B,t)/ot/QuN(f,T)ddedtds
— 3 /8 ) /O TnN(x,t) /Q ulN (&, t)dédtds
+5° /a ) /U TnN(x,t) /Q ul¥ (€,0)dédtds,

N
Pour tous 7 de la forme Y p;(t)Zy(x).

k=1
On a:

| [ €n =t mdeir < VI o = g,

(3.2.33)

(3.2.34)

(3.2.35)
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/ / up (€,1) — (8, 1)) dédt

1/2
< V([ rw0) I =l

/F%@0> ui(€,0))dedt

[
\/_U )dt> [ (2,0) = w(, 0| 12,

Et

(AR — N oo

Donc nous avons

/aQ/OT"N (z.%) / t / u (€, 7)d¢drdtds
- /m/oT" (z t// (&, 7)dédrdtds,

/aQ/OT”N@? f) /Q ul (€, )dedtds
- /m/OTn(:c,t)/Qut(ﬁ,t)dfdtds,

/;)Q/OT”N (%) /O | /Q ull (€, 0)ddrdtds
- /aQ/OT” (1) /Ot /Q w(€, 0)dgdrdtds.

(3.2.36)

(3.2.37)

(3.2.38)

(3.2.39)

(3.2.40)

(3.2.41)
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N
Ainsi, les fonctions de limite de u satisfait (3.2.2) pour chaque 7™ = >~ p;(t)Zy(x). On note
k_

N

Qn lensemble de toutes les fonctions de la forme n = Y p,(t) Z(z), avec pi(t) € W0, T),
k=1

Mais U, Qy est dense dans W (Qr), alors la relation (3.2.2) est valable pour tout u € W (Q7).

Ainsi, nous avons montré que la fonction de limite u(z, t) est une solution généralisée du probléme

(3.1.1) dans V(Qr).

3.3 L’unicité de la solution
Théoréme 3.1 Le probléme (3.1.1) ne peut pas avoir plus d’une solution généralisée en V(Qr).

Preuve. Supposons que u; € V(Qr) et us € V(Qr) sont deux solutions de probléme (3.1.1)

de telle sorte que u; est différente de us. Alors U = u; — us résout

Utt - OéZAU - BQAUtt = O,
U(z,0) =0, Uz,0) =0, (3.3.1)

oU /on = /Ot/QU(g,T)dng, z € 09,

Et (3.1.4) donne

VU VU) 5 (VUt7VUt>L2(Q (Ut;Ut)L2(QT)

- _a//m (// (s d{de)dsdt
-+ /0 /mvt ( /Q U(g,t)dg) dsdt. (3.3.2)

Définir la fonction v(z,t) par :

(3.3.3)
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Il est évident que v € W(Qr) et v(x,t) = —U(z,t) pour tous t € [0, 7] .

La simplification de (3.3.2) donne :

2

(6%
o? (VU, Vv)Lz(QT) =5 ||VU(LO)||%2(Q)’

B2
—p? (VUt>VUt)L2(QT ||VU(5U T)||L2 ,

1
(Utuvt>L2(QT) ||U(m T>”L2

Remplacement de (3.3.4) - (3.3.6) en (3.3.2), conduit a I’égalité suivante :

2 62 1
- Ve, 0)l[ 7200y + 5 5 IVU(z, iz + 5 5 1U(z, 720

_ 5//80 (/ §td§)dsdt
—a? /0 /mv ( /0 /Q U(g,T)dgdr) dsdt,

La partie droite de (3.3.7) peut étre délimitée comme suit :

—oﬂ/T/anu (/t/ U(f,T)dng> dsdt
/ /m< z,t) T|Q|//U2§Td§d7-)dsdt

a?T? Q| |09
% /0 /Q U2 (&, t)dédt

T 2 t
+a? / / v e
0 o0 2

En utilisant I'inégalité de Trace, alors I'inégalité (3.3.8) devient :

IN

IN

(3.3.4)

(3.3.5)

(3.3.6)

(3.3.7)

(3.3.8)
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—a? /0 ' /a K ( /0 t /Q U(f,T)d{dT) dsdt

o? a?T? |9 |09
< B} (5 HVU”i?(QT) +U(¢) ||U||i2(QT)> + - 9 ||U||§,2(QT) : (3.3.9)
Maintenant, comme :
T 2 T
v (x,t) = /U(x, s)ds | < T/U2<JZ s)ds
t 0
Et
0l172 gy < T2 U2 0y < T2 U 720r) (3.3.10)
Alors (3.3.9) devient :
—« / / <// (&, 7) d§d7’> dsdt
o9
T2 Q] |09
< (2 (e )T2+f) ||U||L2 @)
Oé2 2

32 OT/ant (/QUgtdg) dsdt
- 52/;/890 QUt ¢, t)dédsdt
— _52/0 /BQU/QUt(f,t)ddedt
< QQ/OT/M)@dsdt

B*Q110Q] [T [
+— /O /Q U2(¢, t)dedt. (3.3.12)

En utilisant 'inégalité de trace et I'inégalité (3.3.10), 'estimation (3.3.12) prend la forme :

o1
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of o (oo

3219109 3
Uil z2ry + e V0l gry

- 2
62
)T U720 (3.3.13)
Combinaison de (3.3.8), (3.3.11) et (3.3.13), on obtient
o2 32 1 ,
- IIVo(z, 0)[172 (0 + 2 5 IVU(z, )220 + 5 1U@, 7))
(ﬁ +a?) %19 09
< T‘SHVUHLQ(QT) THUtHiQ(QT)
(8% + a?) a®T? | |09
+ (Tl(a)T2 + B E— HU||%2(QT) . (3.3.14)

Maintenant, multipliez 1’équation différentielle dans la probléme (3.3.1) par U, et intégrons

sur @ 7 = Q x (0,7), nous obtenons :

(Utt7 Ut)LQ(QT) — 062(AU, Ut)L2(QT) — ﬁ2(AUtt, Ut)L2(QT) =0. (3315)

Apres 'utilisation de l'intégration par parties, et les conditions aux limites dans (3.3.1),

obtient :

5 ||Ut(l“ )20 +5 ||VU($ 2@ 2 ||VUt($ 2@

= a2/0 /mUt (/0 /QU(g,n)dgdn> dsdt
+%2 /0 ' /a QUt /Q U(€, t)dédsdt, (3.3.16)

La partie droite de (3.3.16) peut étre estimé comme suit :
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oﬁ/OT/BQUt </Ot/QU(§,n)d§dn) dsdt
%Z/OT/me(x,t)dsdt

2 T
+ 2720 9 / / U (&, m)dédn, (3.3.17)
0 Q

IN

Apres 'utilisation de l'inégalité de trace, (3.3.17) devient :

aQ/OT/mUt </Ot/QU(§,n)d§dn) dsdt

aZ T
Sreilion) [ [ vk ndsan
0 Q

IN

2

«
+5 (e IVUI2gr) + 1(6) 10320
042 Oé2
= 7T2 2] 0] ||U||iQ(Q,) +e ||VUt||iz(QT)

2
o
+7l(5) ”UtHi?(QT) ; (3.3.18)

Nous avons aussi

%2/07/89Ut/QU(5,t)d§dsdt

5[ vrnasacs 5[ [ ol [ e

52 T .
= Z10/169
4| |0 \/O/QU (&, m)d&dn

2 pT
+%/ / UZ(x,t)dsdt (3.3.19)
0 JoQ

IN

Nous appliquons 'inégalité de trace, (3.3.18) devient
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B//mUt/ (&, t)dedsdt

5
IQI 102 U1 72(gr) + 7 VU 72y

52 2
"‘Zl(g) Ul 72 -

IN

La combinaison des inégalités (3.3.18), (3.3.20), et I’égalité (3.3.16) donne

5 ||Ut(x Mo + 5 ||VU(ZL’ )22

52 2
) ||VUt($7T)||L2(Q)

IN

62 042 ) 9
- |eog + - T719[109] | 1U]72or)

£
+Z (()é2 —+ 52) HvUtHZLQ(QT)

+ 1 52> ||Ut”iz(QT).

En ajoutant coté a Pautre de (3.3.14) et (3.3.21), on obtient

a? B+ a?
> \IVv(x,())Hiz(m T

IVU(z, 7) Hi%ﬂ)

1 1 B 2
T3 ||U(x77)||i2(9) T3 ||Ut<x77)||i2(9) Ty VU, 7)[|72 (0

52 ﬁ2 +052
(Z 10109 + a*T? |9 09| + %l(s)ﬁ U122y
_|_

IN

I(e 210/ 109
<% (a® + %) +—B | 2|| |> HUtHiQ(QT)
€
4

(6> + a?)

+1 (02 + 8) VU 2gr) + =

2
eIVollzzgr -

(3.3.20)

(3.3.21)

(3.3.22)

Maintenant, pour le dernier terme de la partie droite de (3.3.22), nous définissons la fonction

O(z,t) par la relation
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t

0(z,) = / Uz, s)ds.

0

Par conséquent, en utilisant (3.3.3), en résulte

v(x,t) = 0(x,7) — 0(x,t), Vou(z,0)=Vl(z,1),

Et

Vo2 = IVO(@.7) = VO(@,8)|[}20n)

< 27 ||VO(, 7)II72(0) + VO, ) 72gr)

Ainsi I'inégalité (3.3.22) prend la forme suivante

B*+a’

2
(0%
- [V0(z, 7720 + IVU (@, 7))

2

1 o) 1
+§ |Ut(z, 7')”%2(9) + o ||VUt($»7')||i2(Q) + ) 1U(z, 7')”%2(9)

3 (8% + a?)
<I 91109 + o*T? Q] [0 + *——21(<)T? 1U1720r)
_|_

2
(@ (Oﬂ + 52) + M) ||Ut||iQ(QT)

4 2
62 +a2
= (@4 ) IV U + () 1980, )

a?)
ngf IV6(2, 7)1 (3.3.23)

IA

1
MG

Nous supposons que (a?/2) — (8% + a?)e27 > 0, alors aprés 1’addition de ||VU||iz(QT) a la
partie droite de (3.3.23), nous obtenons
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a? B3+ a?
(5~ =0+ ) ) IV0(a. e + 5 19U )
1 2 a 2 1 2
) Uiz, T) |72y + 5 VU, 7)[|72(0) + B 1U(z, 7) (|72
32 (8% + a?)
< (5 1ort001 + i ionl + CL i1 101 g
€ I(e 5219|109
#5040 V0 + (U2 (02 ) + ) i e
(

/82 —|—O[2
(P2e) 19000l + VU B

Alors
IVO(z, T)Hi%ﬂ) +[[VU(z, 7')“%2(9) + ||Ut<95>7')||i2(9)
+ ||VUt(va)||i2(Q) + HU@??T)H;(Q)
< DUz gry + VUl z2(gry + 1Vl 2igr) + 1V6(, ) [72gry
+ VU 20m }-
Ou

2 272 2,2 2 2,2 l 24 82)+2820|109
{5 \Q|\am+44a 720|169 (8 +a2)l(e)T : (B8 +2a ):-;7 (6)(& B )4 519 \7 1
D =

|

2
min {—O‘Lzﬁéﬁ +a2), %7 }

N =

Alors

||V9($a7)||332(9) + ||VU($7T)||i2(Q) + ||Ut($77)||iz(9)
+||VUt(va)“§,2(Q) + ||U($77)||iz(ﬂ)
< Dexp[DT (VO D)l 3a(gm + IVUIF2i0r) + U 0r)

2 2
VUL igr) + 10 2(am )

(3.3.24)

(3.3.25)

(3.3.26)
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Si nous appliquons le lemme de Gronwall a (3.3.26), nous obtenons

IV0(, 7)1 220y + VU (2,772 + 10, T 120
+||VUt(xa7—)||iZ(Q) + ||U($a7)||iz(g)
< 0, Vr € [0,a%/2¢(8% + o?)]. (3.3.27)

Méme maniére pour des intervalles 7 € [ (m — 1)a?/2e(8% 4+ a?) , ma?/2¢(6% + a?) |, pour

couvrir tout U'intervalle [0, T, et prouvant ainsi que u(z,7) = 0, pour tout 7 dans [0, 7.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire nous avons appliqué la méthode classique de Galerkin pour traiter un
probléme mixte avec une condition non locale (la dérivée normale est exprimé par une valeur
moyenne de la solution) pour une équation de Boussinesq de dimensions supérieurs.

Notre résultat généralise la plus part des résultats obtenus quand la méthode utilisée est celle
de Galerkin.

Notre objectif ultime aprés ce travail est de traiter d’autres problémes mixtes non locaux,

non linéaires plus compliqués avec des conditions non locales.
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